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0．はじめに
ある現象，あるいは理論をモデルに表現し，そのモ
デルを使って，もとの現象，理論を調べて行くことは，
実験科学の常套手段である。一方，数学の研究におい
ても，コンピュータに膨大な計算をさせたりする実験
的方法がとられるのは，今では常識のようである。
≪「数学は実験科学である」といったら，怒る人もあ
るし，快心の笑を浮かべる人もいるだろう。ただ少な
くとも，研究を進める過程や教育面においては，数学
にも実験的側面があることを，ほとんどの方々が認め
てくださると信ずる。≫1）
数学的実験という言葉が，一般的に定着しているの
か，また，そのような表現が許されるのか知らないけ
れども，ある種の数学的発見は，多数の計算結果の観
察などから，つまり数値的実験の結果から生まれてい
ることは，周知の事実である。また，そのような実験
的手法は，コンピュータという数と記号の処理にたけ
た道具の出現にともなって，現代の数学研究の方法論
を変革していることも，よく知られるところである。
例えば，計算幾何学，フラクタル幾何学，カオスの理
論，数値解析学などがその例である。
実験的方法は，実験対象の深い認識のみならず，当
初予測しなかった新しい事実の発見を促すという利点
をもち，探究的な教授＝学習活動の一つの方法になる
ものと考えられる。このような方法を，コンピュータ
の利用により，ダイレクトに数学教育に活かすことが
可能であると，筆者は考えている。本稿は，コンピュー
タを利用した数学的実験活動の一試案を示し，その教
授＝学習法について考察するものである。
1．コンピュータを使った数学的実験の例
コンピュータを使った数学的実験が，実際にどのよ
うなものになるのか，具体的事例を示し，説明しよう。
ここでとり上げる例は，数論で有名な『3×k＋1
の問題』2）3）である。この間題は，次のようなアルゴリ
ズムで生成される数について問題である。
kを自然数とする。
1）kを入力せよ。
2）k＝1ならば停止せよ。
3）もLkが偶数ならばkをk／2とし，奇数な
らばkを3k＋1とせよ。
4）2）にもどれ。
例えば，k＝34で始めると，このアルゴリズムがつく
り出す数列は，
34→17－→52－→26－→13－→40－→20－→10－→5→16－→8－→4－→2→1
である。
1．1実験1
このアルゴリズムが，どのような性質をもち，どの
ような数を生成するのかは，実際に計算してみなけれ
ば予想もつかないであろう。つまり，実験してみる必
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要がある。kの1から20までの入力に対する結果は，
次の通りである。［表1］（プログラムは参考資料1）
このような実験は，コンピュータの利用なしではと
うてい実行されそうにもない。膨大な計算が要求され
る問題を人間が行ったのでは，かえって信用がもてな
いのではなかろうか。
この表を観察していれば，ごく自然に二，三の疑問
がわいてこよう。例えば，「このアルゴリズムは任意
の数に対して停止するのか」，「停止するまでに生成さ
れる数はいくつあるのか」，「生成される最大数はどれ
くらいになるか」といった問題である。また，2のべ
き乗数が生成されると必ず1まで一直線に減少するこ
とに気づけば，「最初に生成される2のべき乗数は何
か」といった問題も生じてこよう。これらの疑問を解
決するためには，［表1］では見にくいので，さらに，
次のような要件を満たす実験が必要である。
a）入力kに対する数の生成回数（S（k））を表示
する。
b）生成される最大数を表示する。
C）はじめて生成される2のべき乗数を表示する。
これらの要件を満たすプログラムを1≦k≦30に対し
て実行させると，次のような［表2］が得られる。（プ
ログラムは参考資料2）
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［表2］をみると，例えば次のような観察結果が得
られることであろう。
1）最大数はすべて偶数である。
2）最大数の2以外の素数因子は1つだけである。
3）2のべき乗数はどれも2の偶数乗である。
これらの観察結果に対して仮説を立てることにより，
探究方法は次の仮説検証型の実験へと導かれる。
1．2　実験2
1．1の観察結果から次のような仮説を立ててみよう。
く仮説1〉任意の入力kに対してこのアルゴリズムは停
止する。
く仮説2〉最大数の2以外の素数因子は1つだけである。
く仮説3〉始めて生成される2のべき乗数は，最初の数
を除けば，2の奇数乗はない。
仮説が立てられると，それを確かめるための実験が
なされる。それぞれの仮説に対して，実際に実験して
みると，以下のような実験結果が得られる。
く仮説1に対する実験〉（プログラムは参考資料3）
・kがかなり大きくなっても，このアルゴリズムは
停止する。（注1）
・しかし，自然数は無限に存在するので，いくら実
験を続けてもすべての自然数について調べること
はできない。（注2）
く仮説2に対する実験〉（プログラムは参考資料4）
・k＝75のとき，最大数が340＝22×5×17となり，
この仮定は反証される。
く仮説3に対する実験〉（プログラムは参考資料5）
・かなり大きなkについて正しいが，やはり，すべ
てを確認するわけにはいかない。（注3）
以上のような実験は，どれも膨大な量の計算をとも
なうもので，コンピュータの助けなくしてはその実行
が難しいものである。また，その実行は，プログラム
の作成という作業をともなうものであり，従来にない
新しい教授＝学習活動が展開されると考えられる。こ
の点に関しての詳しい議論は，3節以降で述べること
とし，時節ではひとまず数学の授業場面に立ち帰り，
数学的実験というものの一般的意味を考察することに
する。
2．数学的実験
数学的な対象を扱った実験的活動は，従来の教授＝
学習場面にも見られた。例えば，整式f（x）のXにさ
まざまな数値を代入させてみて，式の値が零になるこ
とと，Hx）が（Ⅹ－a）を因数にもつことの関連を生徒に
気づかせ，因数定理を発見的に学習させる授業などは，
実験的活動のある授業といってよかろう。このような
授業は，数学的知識を生徒自らの力で発見させること
により，生徒に発見の喜びを与えるとともに，発見さ
れた数学的知識への知的関心を増大させ，さらには，
その知識そのものの定着を強化させることをねらいと
したものと言えよう。また，そのような実験は，単に，
教科書にかかれている知識を確かめたり，与えられた
問題を解決するために行われるのではなく，生徒自ら
が科学的知識や問題を発見し，それらを確かめ，解決
していく，いわば探究的学習を目指していると考えら
れる。
理科教育4）などにおける実験が実在する事物を対象
とするのに対して，数学教育における実験は，数，図
形，関係などといった抽象化されたものを主な対象と
するという違いがある。この点に注意しながら，数学
教育において実験を行う目的，実験がなされる場面を
分類しておこう。
（1）問題，関係，規則を見つけるための実験
（2）問題を解決するための実験
（3）仮説やモデルを検証したり，反証するための実
験
（4）数学的知識を確認するための実験
（5）実験的研究方法を学ぶための実験
（6）実験の道具（コンパス，グラフ用紙，数表，計
算機など）の使い方を学ぶための実験
この分類に従えば，上述の　く実験1〉　は（1）問題，関
係，規則を見つけるための実験と言えようし，く実験2〉
は（3）仮説やモデルを検証したり，反証するための実験
と言えよう。もちろん，その両方とも（5），（6）の実験と
も考えられる。
数学的実験の分類には，視点の違いによって，他に
もさまざまなものが考えられようが，ここで筆者は，
仮説の有無という点に注目してみたい。すると数学的
実験は，次の2つのものに分類できる。
（1）『観察型の実験』
（2）『仮説検証型の実験』
『観察型の実験』とは，はっきりとした仮説は事前
にもたないが，ある対象がどのような属性をもつのか
を疑似（縮小，あるいは単純化された）モデルを用い
たりして調査し，その対象に内包されている問題，関
係，規則といったものを調べる。主に観察が目的とな
る実験である。例えば，1次変換による平面上の図形
の変化の様子を調べるために、実際に，図形を変換さ
せてみることは，この種の実験である。
また，『仮説検証型の実験』とは，ある仮説を立て，
それが正しいかどうかを調べる，主に仮説の検証が目
的となる実験である。例えば，「行列式の値が零のと
き平面全体は，一次変換によって原点を通る直線に写
される」という仮説を，実際に行列式の値が零の一次
変換でいろいろな図形を変換させて確かめることは，
この種の実験である。
この分類に従えば，上述の　〈実験1〉　は観察型の実
験，く実験2〉　は仮説検証型の実験と言えよう。
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3．コンピュータ利用による数学的実験の教授＝学習
仮定
さて本節では，コンピュータを利用した数学的実験
の教授学習仮定がどのようなものになるのかを1節の
例に基づいて考察しよう。コンピュータを利用すると
いう性質上，その実験に当たっては，実験対象をコン
ピュータが処理できる形式に変形すること，つまりプ
ログラムの作成をともなうという特徴をもつ。
3．1プログラムの作成過程
数学的実験のためのモデルをコンピュータ上に実現
させるためには，モデルをアルゴリズムで記述したも
の，つまりコンピュータ・プログラムの作成が必要で
ある。コンピュータ・プログラムの作成には，一般に，
次のような過程が考えられている。
◎「問題，あるいはシステムの仕様」が提出される。
（1）分析
（2）流れ図作成
（3）プログラミング
（4）テスト・ラン
（5）デバッグ
（6）実行
このことを　く実験2〉　における　く仮説3〉　の実験を
例にとり説明しよう。
◎問題：『始めて生成される2のべき乗数をリストし，
その指数を表示せよ。』
（1）分析
◇2のべき乗数が生成されると，そこから直線的に
減少して1になる。
◇k／2という操作はkが偶数のときに行われるの
で，偶数である2のべき乗数が始めて生成される
のは3k＋1の操作後だけである。
◇最後に3k十1の操作がされてから，1になるまで
の操作（k／2）の回数が始めて生成される2の
べき乗数の指数である。
◇‥・
といった，問題解決に関連する数学的性質や，規則・
原理が分析される。
（2）流れ図佃owchart）作成
（1）のことを参考に，作業の手順（アルゴリズム）を
図的に表す。問題分析で得られた知識に基づき，問題
解決のための方法，手続きが流れ図の形で作成される。
これは，解決方法，実験方法の設計図であり，これに
よってアルゴリズムの全体像が確認され，その問題点
がチェックされる。アルゴリズムを決められた形式で
園的に表現することは，アルゴリズム作成の共同作業
化を可能にするものである。
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（3）プログラミング
流れ図に表現されたアルゴリズムをコンピュータ言
語に表現し直す。使用するコンピュータ言語の違いに
よって，この作業は簡単であったり，難しくなったり
する。また，アルゴリズム自身を変更しなければなら
ない事態も生じる。（プログラムは参考資料5）
（4）テスト・ラン
出来上がったプログラムが，正しく働くか，その本
格的実行のため試験的にプログラムを実行させること
がある。原問題そのものの解決手続きは，しばしば，
膨大な計算と，データ処理を必要とする場合がある。
そのようなとき，原問題の規模を縮小したものをプロ
グラムにかけ，作成途中のプログラム，あるいはアル
ゴリズムの妥当性を試すことがある。このことは，プ
ログラムの入力ミスをチェックすることや，アルゴリ
ズムの効率を評価することに，時間と労力を節約させ
る。
（5）デバッグ
テスト・ランで発見された入力ミスや，アルゴリズ
ムの修正を行う。
（6）実行
完成されたプログラムを実行させ，実験を行ったり，
問題を解決する。
プログラムの作成過程で数学的に重要な役割をもつ
ものは，（1）分析と（2）流れ図（flowchart）作成である。
（1）分析には，数学的知識が必要であり，それによって
解決の糸口が見つかったりもする。また，（2）流れ図の
作成には，作業の効率的構造化と体系化が必要であり，
それは創造的活動を含むものである。
3．2　実験の実行とその反省
コンピュータを利用した実験では，プログラムが適
切に作成されていれば，その実行は，コンピュータが
行ってくれる。大量の計算やデータ処理を含む実験で
は，この点は大いに助かるところであり，また，限ら
れた授業時間の中でそのような実験を行うとすれば，
コンピュータの助けが是非とも必要となる。例えば，
一節の実験などは，電卓を使っても大変な手間である
し，ましてや，手計算ではその実行はほとんど不可能
となるであろう。
つぎに，実験の実行から得られた結果は，反省され
る必要がある。「実験方法は妥当であったのか」，「観
察された結果はどんな意味をもつのか」，「その結果は，
はたして仮説を検証しているのか工　などといった反
省である。例えば，く仮説1〉『任意の入力kに対して
アルゴリズムは停止する』に対する実験から得た結果
を，どのように受けとめたら良いのであろうか。生徒
の反応として，次のようなものが考えられよう。
ア）すべてが確かめられたわけではないので，全く
信用しない。（数学的）
イ）疑わしいところもあるが，たぶん正しいだろう。
（現実的，実用的）
ハ）沢山の例で正しいので，きっとすべてについて
正しいに違いない。（盲信的）
勿論，数学的にはこの実験結果から結論できることは
何もないし，個々の事例をいくらあげても，それが一
般的証明にならないことは言うまでもないことである。
≪観察された（observed）実験事実と，正しく論証さ
れた（provcd）定理とを区別しなければなちない。
数学において証明がいかなる意味を持つかを正しく理
解しなければ，数学は成り立たない。≫5）
しかし，このような実験結果の反省は新しい関係や，
規則の発見，いわば「命題の発見」，あるいは，「新し
い問題の発見」といったことを含んだ活動であり，数
学の教育的な面を考慮すれば，教授ご学習活動の中に
大いに取り入れられてよいものと，筆者は考えている。
3．3　教授＝学習過程
以上の事を考慮にいれながら，こうした教授＝学習
の過程に現れる活動をまとめると，一般的に，次のよ
うな活動が考えられ，また，その過程は［図1］のよ
うに示せる。
（1）実験の計画
a）問題，対象の分析
b）流れ図の作成
C）プログラミング
（2）実験の実行
d）テスト・ラン
e）デバグ
f）本実験
（3）実験の結果の反省
g）観察結果の解釈
h）新しい命題，問題の発見
（41理論的探究
i）発見された命題の証明，反証
j）問題の理論的探究
観察型
の実験
理論的探求
検証
発見　　　仮説の設定　　仮説検証型
の実験　　　　　仮証
仮説の修正
［図1］
4．コンピュータ利用の利点と問題点，及び数学教育
的意義
数学的実験におけるコンピュータ利用の利点は，次
のようにまとめられる。
ア）高速計算，処理の自動化などによって実行時間
が短縮される。
イ）処理手続きが記憶されるので何度も実験できる。
ウ）計算が正確である。
エ）出力装置（ディスプレー，プリンターなど）を
使うことで，実験結果の記録が簡単である。
しかしまた，コンピュータを利用することの問題点も
ある。
ア）実験をするまでのプログラミングが大変である。
イ）有限の操作しかできないので，無限概念がその
ままでは扱えない。
特に，ア）はプログラミング言語の学習をどうするの
かといった大きな問題を抱えるものである。それは，
生徒にどの程度のプログラミング能力を持たせるかと
いった問題も含み，その能力の違いによって扱える実
験対象は大きく変わってしまうのである。
さて，以上述べてきた数学的実験の教授＝学習活動
と，その実験道具としてのコンピュータの利用が，数
学教育において果たす役割，意義として，筆者は，ま
ず次の点を指摘したい。それは，（1）問題の発見，（2）実
験方法の作成，（3）仮説の設定，検証，修正，（4）数学的
証明の必要性，である。
（1）問題の発見
実験の結果を観察することによって，新しい問題の
発見のチャンスが生まれる。また，コンピュータを利
用することによって実験が何度も行えることは，そう
した発見のチャンスを増すものと考えられる。実験結
果は単なるデータの集まりに過ぎないので，その中か
ら何らかの関係，規則を見つけようとするとき，発見
的な活動が行われるのである。このことは，数学的命
苛の発見ということに通じるものではなかろうか。
（2）実験方法の作成
コンピュータを利用した実験を行うに当たって，プ
ログラムいわば実験装置の作成が必要である。そのた
めには，実験対象の分析，ならびに実験方法の計画が
なされなければならない。調査対象をコンピュータに
扱える形式，つまりプログラムに変換することは一種
の定式化の活動であり，問題状況を整理し，秩序づけ
ていく活動である。
（3）仮説の設定，検証，修正
数学において仮説の検証は，普通，命題の証明とい
うかたちをとるが，少なくとも教育の場面では，こう
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した形式的検証方法に代わるものとして，コンピュー
タを利用した数学的実験による検証方法も許されてよ
いのではなかろうか。仮説検証型の実験では，実験す
る問題点について，なんらかの仮説が設定されなけれ
ばならない。そのときの仮説は，問題の本質を残しな
がら，実験にかけられる表現でなければならず，必然
的に，問題内容の分析ならびに明確化が行われる。ま
た，実験によって，はじめに立てた仮説が反証される
ことも起こり得る。そのようなとき，仮説修正の必要
性が生じる。修正された新しい仮説を，再び実験で確
かめながら，よりよい仮説の設定へ向かうという，力
動的活動が生じるのである。
（4）証明の必要性
1節で取り上げた例のように，検証事例をいくら集
めてみても一般的な検証に成らないことが多い。その
ような場面で，数学的証明の必要性が生徒の中に生じ
ると考えられる。もちろん，必ずしも数学的証明が成
功するとは限らないので，結局，証明できないで終わ
ることもあろう。数学の中には，正しいように予想さ
れるけれども，それが正しいのか間違っているのか，
まだ証明されていない命題が沢山存在しているのであ
る。そうしたことを生徒に示すなかで，未解決な間櫨
への挑戦意欲といったものが育成されるのではなかろ
うか。また，そうした経験の中で，「命題の成否を明
らかにする」という素朴な証明の役割も意識されると
考えられる。
数学的実験は，問題の発見や調査方法の作成，実行
といった過程を通して，生徒に数学的活動を経験させ
るものといえよう。そして，その実験にコンピュータ
を利用することは，本稿で取り上げた例のように計算
量などの問題により従来ではその取り扱いが困難で
あった題材を，教科内容として取り込むことを可能に
するとともに，数学研究の現代的方法を生徒に経験さ
せるものであるといえよう。
5．おわりに
コンピュータを利用した数学的実験活動は，数学教
育の有効な教授＝学習方法となることが，予想される。
しかし，このことはコンピュータ利用の一つの可能性
を指摘しただけであり，実際の授業において，生徒に
どのような反応があり，どのような問題が生じるかと
いった点が，まだ，明らかとなっていない。こうした
ことを確かめるためには，研究授業による調査が必要
であり，本稿は，その前段階の基礎研究として位置づ
けられるものである。今後，実践的研究によって，こ
の教授＝学習方法の有効性，妥当性，ならびに問題点
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を明らかにして行きたいと思う。
【脚注】
（1）．ところが，kニ1のときに停止させなかったり，
kの値に負の数まで許すと，次のようなループに
なって，このアルゴリズムは停止しない。2）
－17　　－50　　－25　　－74　　　－37　　－110．　－55　　－104
一別　9＿10＿21△2金高2
41
一成　　－136　　－272　　－91　－182　　－61　－122
（これがすべてのループであまかは，まだわかって
いない。）
（2）この間題は，数論においても未だ解決されていな
い。
（3）このことは，次のように証明できる。
2のべき乗数が始めて生成されるのは3k＋1の操
作後だけである。
i）22＝3・1十1
ii）2m＝3k＋1とすると
2n＋1＝2（3k＋1）＝3（2k）十2
2n＋2＝4（3k＋1）＝3（4k＋1）十1
よって，2nが3k＋1のかたちとなるのは，nが
偶数のときのみ。
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【参考資料】
1．10　FORN＝1TO20
20　A＝N
30　PRINTUSING“♯♯”；A；PRINT””；
40　PRINTUSING“♯♯♯♯♯”；A；
50　C＝C十1
601FC＝10YllENPRINT：PRINT“”；：C＋0
70　IFA＝1THENllO
80】〕＝A／2
90IFINT（B）＊2－A＝OTHENA＝A／2ELSE
Aここ3＊A十1
100GOTO40
110PRINT：PRINT：C＝0
120NEXTN
130END
2．10　FORNニ＝l TO30
20　A＝N
30　S＝0：M＝0：Hここ0
40IFM＞＝ATHEN60
50　M＝A
60　IFA＝1THEN150
70　S＝S＋1
80IFINT（A／2）＊2－A＝OTHEN120
90　A＝3＊A＋1
100H＝0
110GOTO40
120A＝A！2
130H＝H十1
140GOTO60
1500RINTUSING“♯♯”；N；：PRINT‘‘……＞”；
160PRINTUSING“♯♯♯♯’’；S，
170PRINTUSING“♯♯♯♯♯”；M，
180PRINTUSING“♯♯♯♯”；2H
190　NEXTN
200ENI）
3．10　K＝K＋1
20　PRINTK
30　A＝K
40　IFA＝1THENlO
50IFINT（A／2）＊2－A＝O THEN A＝A／2
ELSE Aニ＝3＊A＋1
60　GOTO40
4．10　K＝K＋1
20　PRINTK；“……＞”；
30　A＝K
40　M＝0
50IFM＞＝ATHEN60ELSEM＝A
60IFA＝1THENPRINTM：GOTOlO
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5．10　K＝K＋1
20　PRINTK；“……＞”；
30　A＝K
40　H＝0
50IFA＝1THENPRINT2AH，H：GOTOlO
60IFINT（A／2）＊2－A＝OTHENlOO
70　Aこ＝3＊A十1
80　H＝0
90　GOTO50
70IFINT（A／2）＊2－A＝O THEN A＝A／2　　　　100A＝A／2
ELSEA＝3＊A＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　110H＝H＋1
80　GOTO40　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　120GOTO50
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Abstract：
Thepurposeofthispaperistopresent aexampleofmathematicalexperimentsuslngaCOmputer，andgive a
argumentaboutitsteachingandlearnlngmethods・
Theexampleistheproblemwhichiscalled“the3k＋1problem”inthetheoryofnumbers・Itisaproblemwhat
Patterntheprogressionmadeinthefollowlngalgorithmshows・
LetKis anaturalnumber．
1）InputK．
2）IfK＝1thenstopthealgorithm・
3）IfKiseven，thenletK＝K／2，OtherwiseletK＝3K＋1．
4）backto2）
ThisalgorithmgraduatesinterestlngprOgreSSionswhichhavesomecharacter，forinstance，allofitsprogression
neverfailtoendatl，andcontinlleinfinitely．
ThemathematicalexperimentsuslngaCOmPuterisusefultomakestudentsawareofsuchfactsandcheckthem・
ThroughoutthosemathematicalexperimentsuslngaCOmputer，StudentsexperiencevariousactivltypTheauthor
POlntSOutfoursighificanceofuslngaCOmputeraSaeXperimentaltool，thatis．
1）discoveringaproblemfromobservingexperiments，
2）makingamethodofexperiments，
3）making，teSting，andmodifyingahypothesisbytheexperiments，
4）requiringamathematicalproofwhenacomputerisnotavai1able．
